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Resumo
A equac¸a˜o de Klein-Gordon em uma dimensa˜o espacial e´ investigada com a mais
geral estrutura de Lorentz para os potenciais externos. A ana´lise do espalhamento
de part´ıculas em um potencial degrau com uma mistura arbitra´ria de acoplamentos
vetorial e escalar revela que o acoplamento escalar contribui para aumentar o limiar
da energia de produc¸a˜o de pares. Mostra-se ainda que a produc¸a˜o de pares torna-se
fact´ıvel somente quando o acoplamento vetorial excede o acoplamento escalar. Um
aparente paradoxo relacionado com a localizac¸a˜o de uma part´ıcula em uma regia˜o do
espac¸o arbitrariamente pequena, devido a` presenc¸a do potencial escalar, e´ resolvido
com a introduc¸a˜o do conceito de comprimento de onda Compton efetivo.
Palavras-chave: equac¸a˜o de Klein-Gordon, paradoxo de Klein, produc¸a˜o de pares,
localizac¸a˜o, comprimento de onda Compton
The one-dimensional Klein-Gordon equation is investigated with the most general Lorentz
structure for the external potentials. The analysis of the scattering of particles in a step
potential with an arbitrary mixing of vector and scalar couplings reveals that the scalar
coupling contributes for increasing the threshold energy for the particle-antiparticle pair
production. Furthermore, it is shown that the pair production is only feasible whether the
vector coupling exceeds the scalar one. An apparent paradox concerning the localization of
a particle in an arbitrarily small region of space, due to the presence of the scalar coupling,
is solved by introducing the concept of effective Compton wavelength.
Keywords: Klein-Gordon equation, Klein´s paradox, pair production, localization, Comp-
ton wavelength
1 Introduc¸a˜o
A generalizac¸a˜o da mecaˆnica quaˆntica que inclui a relatividade especial e´ necessa´-
ria para a descric¸a˜o de fenoˆmenos em altas energias e tambe´m para a descric¸a˜o
de fenoˆmenos em escalas de comprimentos que sa˜o menores ou compara´veis com
o comprimento de onda Compton da part´ıcula (λ = ~/(mc)). A generalizac¸a˜o na˜o
e´ uma tarefa trivial e novos e peculiares fenoˆmenos surgem na Mecaˆnica Quaˆntica
Relativ´ıstica (doravante denominada MQR). Entre tais fenoˆmenos esta˜o a produc¸a˜o
espontaˆnea de pares mate´ria-antimate´ria e a limitac¸a˜o para a localizac¸a˜o de part´ıculas.
Essa limitac¸a˜o pode ser estimada pela observac¸a˜o que a ma´xima incerteza para o
momento da part´ıcula ∆p = mc conduz, via princ´ıpio da incerteza de Heisenberg,
a` incerteza mı´nima na posic¸a˜o ∆x = λ/2 [1]-[2]. Embora a MQR como modelo de
part´ıcula u´nica, referida como formalismo de primeira quantizac¸a˜o, na˜o possa dar
conta da completa descric¸a˜o da criac¸a˜o de pares, ela pavimenta o caminho para o
desenvolvimento da Teoria Quaˆntica de Campos.
As mais simples equac¸o˜es da MQR sa˜o a equac¸a˜o de Klein-Gordon (EKG)1 e a
equac¸a˜o de Dirac2. O spin e´ uma complicac¸a˜o adicional na MQR e, naturalmente,
a EKG permite que certos aspectos da MQR possam ser analisados com um formal-
ismo matema´tico mais simples e percebidos com maior transpareˆncia. A soluc¸a˜o da
equac¸a˜o de Dirac para o espalhamento de part´ıculas em um potencial degrau, con-
siderado como o componente temporal de um potencial vetorial, e´ bem conhecida e
cristalizada em livros-texto [1]-[5]. Neste problema surge o ce´lebre paradoxo de Klein
[6] para potenciais suficientemente intensos, um fenoˆmeno em que o coeficiente de
reflexa˜o excede a unidade e e´ interpretado como sendo devido a` criac¸a˜o de pares na
interface do potencial. A ana´lise do problema consoante a EKG na˜o foi esquecida [5],
[7]-[11].
Neste trabalho analisamos a EKG unidimensional com interac¸o˜es externas com
a mais geral estrutura de Lorentz, i. e., consideramos potenciais com estrutura ve-
torial, com componentes espacial e temporal, acrescido de uma estrutura escalar.
Em seguida exploramos as soluc¸o˜es para o espalhamento de part´ıculas em um poten-
cial degrau com acoplamento geral, por assim dizer, com uma mistura arbitra´ria de
acoplamentos vetorial e escalar. Verificamos que tal mistura de acoplamentos con-
duz a resultados surpreendentes. Para ale´m de aumentar o limiar de energia para a
produc¸a˜o espontaˆnea de pares, podendo ate´ mesmo frustrar a produc¸a˜o ainda que os
potenciais sejam extremamente fortes, a presenc¸a de um acoplamento escalar permite
que uma part´ıcula possa ser localizada em uma regia˜o do espac¸o arbitrariamente pe-
quena sem ameac¸ar a interpretac¸a˜o de part´ıcula u´nica da EKG. A aparente violac¸a˜o
do princ´ıpio da incerteza e´ remediada com a introduc¸a˜o do conceito de comprimento
de onda Compton efetivo.
Apesar da originalidade e generalidade, este trabalho e´ acess´ıvel aos estudantes de
1A EKG descreve o comportamento de bo´sons de spin 0. P´ıons e ka´ons, por exemplo.
2A equac¸a˜o de Dirac descreve o comportamento de fe´rmions de spin 1/2, tais como o ele´tron, o
neutrino, o quark, o pro´ton e o neˆutron.
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graduac¸a˜o em f´ısica que tenham frequ¨entado alguns poucos meses de um curso intro-
duto´rio de mecaˆnica quaˆntica. Dessa forma permite-se o acesso precoce de estudantes
a alguns dos mais interessantes fenoˆmenos da MQR.
2 A equac¸a˜o de Klein-Gordon
A EKG unidimensional para uma part´ıcula livre de massa de repouso m correspon-
de a` relac¸a˜o energia-momento relativ´ıstica E2 = c2p2 + m2c4, onde a energia E e
o momento p tornam-se operadores, i~ ∂/∂t e −i~ ∂/∂x respectivamente, atuando
sobre a func¸a˜o de onda Φ(x, t). Aqui, c e´ a velocidade da luz e ~ e´ a constante de
Planck (~ = h/(2pi)).
Na presenc¸a de potenciais externos a relac¸a˜o energia-momento torna-se










onde os subscritos nos termos dos potenciais denotam suas propriedades com respeito
a`s transformac¸o˜es de Lorentz: t e e para os componentes temporal e espacial de um
potencial vetorial3, e s para um potencial escalar4.







































Vale a pena observar o modo que os componentes do potencial vetorial participam da
densidade ρ e da corrente J , tanto quanto a auseˆncia do potencial escalar. Observa-
se tambe´m que a densidade envolve derivadas temporais, um fato relacionado com
a derivada temporal de segunda ordem na EKG, e pode admitir valores negativos
mesmo no caso de uma part´ıcula livre. Assim sendo ρ na˜o pode ser interpretada
3A energia e o momento sa˜o os componentes temporal e espacial, respectivamente, da quantidade
(E/c , p), a qual se comporta, segundo as transformac¸o˜es de Lorentz, como um vetor. O potencial
vetorial, com componentes (Vt , Ve), e´ acoplado a` part´ıcula de acordo com o princ´ıpio do acoplamento
mı´nimo, tambe´m chamado de princ´ıpio da substituic¸a˜o mı´nima, E → E − Vt e p → p− Ve/c, como
e´ habitual no caso da interac¸a˜o eletromagne´tica.
4A massa de repouso e´ uma quantidade invariante de Lorentz, i. e., uma quantidade escalar. O
potencial escalar foi acoplado a` part´ıcula em (1) de acordo com o princ´ıpio do acoplamento mı´nimo
m → m + Vs/c2. Esta prescric¸a˜o fornece o limite na˜o-relativ´ıstico apropriado da EKG, conforme
veremos adiante, em contraste com a regra m2 → m2 + V 2
s
/c4 empregada na Ref. [1].
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como uma densidade de probabilidade. Contudo, Pauli e Weisskopf [12] mostraram
que na˜o ha´ dificuldade com a interpretac¸a˜o da densidade e da corrente da EKG se
essas grandezas forem interpretadas como densidade e corrente de carga, ao inve´s de
densidade e corrente de probabilidade. A carga na˜o deve ser pensada necessariamente
como carga ele´trica, mas como carga generalizada que satisfaz uma lei de conservac¸a˜o
aditiva, por assim dizer que a carga de um sistema e´ a soma das cargas de suas partes
constituintes.
Para potenciais externos independentes do tempo, a EKG admite soluc¸o˜es da
forma























com Λ (x) =
∫ x
dy Ve(y)/(~c). A eliminac¸a˜o do componente espacial do potencial





Φ = eiΛ p2op φ (6)
E´ agora importante perceber que ha´ soluc¸o˜es de energia positiva tanto quanto
soluc¸o˜es de energia negativa5 e que os dois poss´ıveis sinais para E implicam em
duas possibilidades para a evoluc¸a˜o temporal da func¸a˜o de onda. Seja como for,
a energia e´ uma quantidade conservada. A forma da equac¸a˜o de autovalor (5) e´
preservada sob as transformac¸o˜es simultaˆneas E → −E e Vt → −Vt, e isto implica que
part´ıculas e antipart´ıculas esta˜o sujeitas a componentes temporais de um potencial
vetorial com sinais dissimilares. Como consequ¨eˆncia imediata dessa covariaˆncia tem-
se que, por mais estranho que possa parecer, part´ıculas e antipart´ıculas compartilham
exatamente a mesma autofunc¸a˜o no caso de um potencial puramente escalar e que o
espectro e´ disposto simetricamente em torno de E = 0. Cargas positivas e negativas
esta˜o sujeitas a acoplamentos vetoriais (componentes temporais) de sinais contra´rios
e igual acoplamento escalar. A interac¸a˜o escalar e´ independente da carga e assim age
indiscriminadamente sobre part´ıculas e antipart´ıculas. Diz-se enta˜o que o potencial
vetorial acopla com a carga da part´ıcula e que o potencial escalar acopla com a massa



















5As soluc¸o˜es de energia positiva e negativa sa˜o assossiadas com part´ıculas e antipart´ıculas, re-
spectivamente.
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Em virtude de ρ e J serem independentes do tempo, a soluc¸a˜o (4) e´ dita descrever um
estado estaciona´rio. Nota-se que a densidade torna-se negativa em regio˜es do espac¸o
onde Vt > E e que o componente espacial do potencial vetorial na˜o mais interve´m na
corrente.
Ademais, deve-se mencionar que a EKG reduz-se a` equac¸a˜o de Schro¨dinger no
limite na˜o-relativ´ıstico (E ≃ mc2 e energias potenciais pequenas comparadas com






+ (Vt + Vs)φ =
(
E −mc2) φ (8)
No limite na˜o-relativ´ıstico as naturezas de Lorentz dos potenciais na˜o sofrem quais-
quer distinc¸o˜es, e a densidade e a corrente reduzem-se exatamente aos valores da
teoria na˜o-relativ´ıstica.
3 A soluc¸a˜o para um potencial degrau
Vamos agora considerar a EKG com os potenciais externos independentes do tempo
na forma de um degrau de potencial. Consideramos Ve = 0, haja vista que o compo-
nente espacial do potencial vetorial contribui apenas com um fator de fase local para




0 para x < 0
V0 para x > 0
(9)
onde V0 > 0. Os potenciais vetorial e escalar sa˜o escritos como Vt(x) = gtV (x) e
Vs(x) = gsV (x) de tal forma que as constantes de acoplamento esta˜o sujeitas ao
v´ınculo gt + gs = 1, com gt ≥ 0 e gs ≥ 0.
Para x < 0, a EKG apresenta soluc¸o˜es na forma de uma soma de autofunc¸o˜es do
operador momento:
φ = A+ e








Para |E| > mc2, a soluc¸a˜o expressa por (10) reverte-se em ondas planas propagan-







igual a` velocidade cla´ssica da part´ıcula. Se escolhermos part´ıculas incidindo so-
bre a barreira de potencial (E > mc2) teremos que A+ e
+ikx descreve part´ıculas
incidentes (vg = c
2
~k/E > 0), enquanto A− e
−ikx descreve part´ıculas refletidas
6Veja, e.g., Refs. [1] e [5].
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(vg = −c2~k/E < 0). A corrente nesta regia˜o do espac¸o, correspondendo a φ




(|A+|2 − |A−|2) (13)
Observe que a relac¸a˜o J = ρ vg mante´m-se tanto para a onda incidente quanto para




|φ|2 > 0 (14)
Por outro lado, para x > 0 devemos ter vg ≥ 0 de forma que a soluc¸a˜o nesta regia˜o
do espac¸o descreve uma onda evanescente ou uma onda progressiva que se afasta da
interface do potencial. A soluc¸a˜o geral tem a forma






(E − gtV0)2 − (mc2 + gsV0)2
~c
(16)
Por causa da dupla possibilidade de sinais para a energia de um estado estaciona´rio,
a soluc¸a˜o B− e
−iκx na˜o pode ser descartada a priori. De fato, pode-se depreender de
(4) que esta parcela pode vir a descrever uma onda progressiva com energia negativa
e velocidade de fase vf = |E|/(~κ) > 0. Percebe-se claramente que podemos segregar
treˆs classes distintas de soluc¸o˜es:
• Classe A. Para V0 < E−mc2 temos que κ ∈ R e a soluc¸a˜o que descreve ondas
planas propagando-se no sentido positivo do eixo X com velocidade de grupo
vg =
c2~κ
E − gtV0 (17)





|B+|2 e J = ~κ
m
|B+|2 (18)










para gt ≤ 12
(19)





|B+|2 e−2|κ|x e J = 0 (20)
7A condic¸a˜o B
−
= 0 e´ necessa´ria para que a densidade seja finita quando x → +∞.
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• Classe C. V0 > Vc, com Vc concebido na classe B, surge mais uma vez a
possibilidade de propagac¸a˜o no sentido positivo do eixo X, desta feita com
B+ = 0, com velocidade de grupo
vg =
c2~κ
gtV0 − E (21)
Nesta circunstaˆncia em que o acoplamento vetorial excede o acoplamento escalar
nos defrontamos com um caso bizarro, pois tanto a densidade quanto a corrente




|B−|2 e J = −~κ
m
|B−|2 (22)
A mantenc¸a da relac¸a˜o J = ρ vg, contudo, e´ uma licenc¸a para interpretar
B− e
−iκx a descrever a propagac¸a˜o, no sentido positivo do eixo X, de part´ıculas
com carga de sinal contra´rio ao das part´ıculas incidentes. Esta interpretac¸a˜o e´
consistente se as part´ıculas propagando-se nessa regia˜o teˆm energia −E e esta˜o
sob a influeˆncia de um potencial vetorial −gtV0. Quer dizer, enta˜o, que a onda
progressiva descreve, de fato, a propagac¸a˜o de antipart´ıculas no sentido positivo
do eixo X8.
3.1 Os coeficientes de reflexa˜o e transmissa˜o
Na˜o obstante a descontinuidade do potencial em x = 0, a autofunc¸a˜o e sua derivada
primeira sa˜o func¸o˜es cont´ınuas9. A demanda por continuidade de φ e dφ/dx fixa as












para a classe A
para a classe B












para a classe A
para a classe B
para a classe C
(24)
8Note que part´ıcula e antipart´ıcula teˆm massas iguais.
9Esta conclusa˜o, va´lida para potenciais com descontinuidades finitas, pode ser obtida pela inte-
grac¸a˜o da Eq. (5) entre −ε e +ε no limite ε → 0. Pode-se verificar, pelo mesmo procedimento, que











para a classe A
para a classe B
para a classe C
(25)
Agora focalizamos nossa atenc¸a˜o na determinac¸a˜o dos coeficientes de reflexa˜o R
e transmissa˜o T . O coeficiente de reflexa˜o (transmissa˜o) e´ definido como a raza˜o
entre as correntes refletida (transmitida) e incidente. Haja vista que ∂ρ/∂t = 0 para
















para a classe A
para a classe B




















para a classe A
para a classe B
para a classe C
(27)
Em todas as classes temos que R+ T = 1, como deve ser. Entretanto, a classe C
apresenta R > 1, o aludido paradoxo de Klein, implicando que mais part´ıculas sa˜o
refletidas na barreira de potencial que aquelas incidentes. Tem que ser assim porque,
conforme vimos anteriormente, o componente vetorial da barreira de potencial estim-
ula a produc¸a˜o de antipart´ıculas em x = 0. Em virtude da conservac¸a˜o da carga ha´,
em verdade, a criac¸a˜o de pares part´ıcula-antipart´ıcula e, como o potencial vetorial
em x > 0 e´ repulsivo para part´ıculas, elas sera˜o necessariamente refletidas. Na˜o ape-
nas a carga e´ conservada. Visto que os pares produzidos em x = 0 teˆm energias de
sinais contra´rios, conclui-se que a energia tambe´m e´ uma quantidade conservada no
processo de criac¸a˜o de pares.
3.2 O limiar para a produc¸a˜o de pares
Da discussa˜o relacionada com as classes B e C, observa-se que o limiar para a
produc¸a˜o de pares e´ dado por Vc. Donde torna-se evidente que o acoplamento escalar
resulta no aumento da energia mı´nima necessa´ria para a criac¸a˜o de pares part´ıcula-
antipart´ıcula. O valor mı´nimo do limiar (V0 = 2mc
2) ocorre quando o acoplamento
e´ puramente vetorial (gt = 1). A adic¸a˜o de um contaminante escalar contribui para
aumentar o valor do limiar, o qual, surpreendentemente, torna-se infinito ja´ para
uma mistura meio a meio de acoplamentos. Deste modo, a produc¸a˜o de pares na˜o
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e´ fact´ıvel se o acoplamento vetorial na˜o exceder o acoplamento escalar, ainda que o
potencial V0 seja extremamente forte.
Pode-se interpretar a possibilidade de propagac¸a˜o de antipart´ıculas ale´m da bar-
reira de potencial como sendo devido ao fato que cada antipart´ıcula esta´ sujeita
a um potencial efetivo dado por (gs − gt)V0, destarte se gt > 1/2 a antipart´ıcula
tera´ uma energia dispon´ıvel (energia de repouso mais energia cine´tica) expressa por
(2gt − 1)V0 − E, donde se conclui sobre a energia do limiar da produc¸a˜o de pares.
Pode-se afirmar ainda que as part´ıculas esta˜o sob a influeˆncia de um potencial degrau
ascendente de altura V0 = (gs + gt)V0, e que as antipart´ıculas esta˜o sujeitas a um
potencial degrau efetivo de altura (gs − gt)V0, um degrau ascendente (repulsivo) se
gt < 1/2 e descendente (atrativo) se gt > 1/2.
3.3 A penetrac¸a˜o na regia˜o classicamente proibida
Investigamos agora o efeito da onda evanescente em x > 0, relacionado com a classe
B. Neste caso, o estado estaciona´rio ale´m da barreira de potencial e´ descrito pela
autofunc¸a˜o φ = B+ e
−|κ|x, de modo que a incerteza na posic¸a˜o, estimada como sendo
o valor de x que torna a densidade igual a 1/e de seu valor em x = 0, redunda
em ∆x = 1/(2|κ|), como acontece na teoria quaˆntica na˜o-relativ´ıstica. Entretanto,










Por meio desta u´ltima expressa˜o vemos que (∆x)min = λ/2 no caso de um potencial
vetorial puro (gs = 0), em harmonia com o pr´ıncipio da incerteza. Contudo, podemos
concluir que (∆x)min < λ/2 no caso de um potencial vetorial contaminado com algum
acoplamento escalar. A` primeira vista isto parece um resultado desatroso por violar
o princ´ıpio da incerteza de Heisenberg. Liberta-se desta danac¸a˜o considerando-se
que o componente escalar do potencial contribui para alterar a massa da part´ıcula.
Realmente, definindo a massa efetiva comomef = m+gsV0/c
2 segue-se imediatamente
que (∆x)min = λef/2 e (∆p)max = mefc, onde o comprimento de onda Compton
efetivo e´ definido como λef = ~/(mefc).
4 Conclusa˜o
Exploramos a EKG em uma dimensa˜o espacial por motivos de simplicidade. Consid-
eramos potenciais externos com a mais geral estrutura de Lorentz e mostramos que, se
a interac¸a˜o escalar e´ acoplada adequadamente, a EKG independente do tempo reduz-
se a` equac¸a˜o de Schro¨dinger independente do tempo no limite na˜o-relativ´ıstico.
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A ana´lise do potencial degrau com uma mistura arbitra´ria de acoplamentos veto-
rial e escalar mostrou-se muito prof´ıcua. Treˆs classes de soluc¸o˜es foram discernidas.
Em todas essas treˆs classes, o acoplamento escalar na˜o desempenha papel expl´ıcito na
determinac¸a˜o da velocidade de grupo, e nenhum papel na determinac¸a˜o da densidade
e da corrente.
A mistura arbitra´ria de acoplamentos no potencial degrau desvelou a inexequ¨i-
bilidade do mecanismo da produc¸a˜o espontaˆnea de pares no caso em que gt ≤ 1/2,
tanto quanto o aumento do limiar da energia de produc¸a˜o no caso em que gt > 1/2.
Outrossim, a presenc¸a de um acoplamento escalar revelou a possibilidade de localizar
part´ıculas em regio˜es do espac¸o arbitrariamente pequenas. Com efeito, a presenc¸a de
um acoplamento escalar, por menor que seja, conduz a (∆x)min → 0 quando V0 →∞
sem que haja qualquer chance para a produc¸a˜o de pares na interface dos potenciais.
Isto dito tendo em vista que Vm, o potencial que minimiza a incerteza na posic¸a˜o, e´
sempre menor que Vc, o potencial do limiar da produc¸a˜o espontaˆnea de pares.
O limite na˜o-relativ´ıstico da EKG expresso pela Eq. (8), ou seja a equac¸a˜o de
Schro¨dinger com energia de ligac¸a˜o E−mc2, na˜o diferencia o acoplamento vetorial do
acoplamento escalar e pressupo˜e que V0 << mc
2. Portanto, conclui-se seguramente
que na˜o ha´ produc¸a˜o de pares ((Vc)min = 2mc
2) nem incerteza mı´nima na posic¸a˜o
((Vm)min = mc
2) no regime na˜o-relativ´ıstico da EKG, como e´ esperado.
Naturalmente, os coeficientes de reflexa˜o e transmissa˜o para a classe de soluc¸o˜es
que envolve a criac¸a˜o de pares foram determinados de maneira aproximada, porquan-
to descuidou-se da interac¸a˜o interna entre part´ıculas e antipart´ıculas.
Finalmente, ainda que haja interac¸o˜es externas extremamente fortes, a inviabili-
dade do mecanismo de produc¸a˜o de pares no caso em que o acoplamento escalar excede
o acoplamento vetorial parece preservar a interpretac¸a˜o do modelo de part´ıcula u´nica
da EKG. Entretanto, quando as condic¸o˜es favora´veis ao mecanismo de produc¸a˜o de
pares entram em cena, ja´ na˜o se pode mais esperar que o formalismo de primeira
quantizac¸a˜o seja satisfato´rio. Ainda que tais condic¸o˜es na˜o se manifestem, resta per-
guntar qual o papel dos estados associados com as antipart´ıculas. Mesmo na auseˆncia
de potenciais externos, qual o mecanismo que evita que haja transic¸o˜es entre o esta-
dos de energia positiva pertencentes ao continuum entre +mc2 e +∞, e os estados de
energia negativa pertencentes ao continuum entre −mc2 e −∞? Eis aqui exemplos de
perguntas que encontram respostas satisfato´rias somente no formalismo da segunda
quantizac¸a˜o da teoria.
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